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Abstract. We study the 2D creeping flow of a viscous incompressible fluid through and tangentially
to a thin filter. The flow is governed by given pressure drops in horizontal and vertical
directions. Filter consists of periodically placed perforations of the typical size  . The filter
thickness is of the same order. By employing the boundary layer technique due to W. Ja¨ger
and A. Mikelic´, we obtain the effective model with the interface law . The approximation
is rigorously justified by obtaining the error estimates for the velocity and the pressure .
c
  2003 Acade´mie des sciences/E´ditions scientifiques et me´dicales Elsevier SAS
Equations efficaces de´crivant l’e´coulement d’un fluide visqueux incompressible
a` travers et tangentiel a` un filtre
Re´sume´. Nous conside´rons l’e´coulement lent 2D d’un fluide incompressible visqueux a` travers et tan-
gentiel a` un filtre de faible e´paisseur. L’e´coulement est re´gi par une petite chute de pression
dans les directions horizontale et verticale. Le filtre contient de perforations pe´riodiques de
la taille caracte´ristique  . L’e´paisseur du filtre est de meˆme ordre. En utilisant la technique
des couches limites, de´veloppe´e par W. Ja¨ger et A. Mikelic´, nous obtenons les e´quations
efficaces avec une loi de paroi. L’approximation est justifie´e rigoureusement en obtenant
une estimation d’erreur pour la vitesse et pour la pression. c  2003 Acade´mie des scien-
ces/E´ditions scientifiques et me´dicales Elsevier SAS
Version franc¸aise abre´ge´e
Soit          et soient  
  
      et  
 
     . La cellule
canonique contenant la perforation est           avec     . La partie solide est alors
 
 
     

    . L’interface est 	        et le filtre est donne´ par 	  
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Flow tangential to a filter
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est l’ensemble des perforations. Pour simplicite´ nous supposons que  est un entier. Le domaine rempli
par le fluide est  

    	

et la frontie`re entre le fluide et le filtre est 

 	

   .
Nous conside´rons l’e´coulement lent 2D d’un fluide visqueux incompressible, a` petite e´paisseur    du
filtre. La vitesse du fluide  et la pression  satisfont les e´quations de Stokes
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Les chutes de la pressions sont suppose´s constants et positives. Notons que la vitesse de´termine´e par le
proble`me (1)-(3) est syme´trique par rapport a` , i.e.  

    


   


    


 .
Nous e´tudions le comportement du syste`me (1)-(3) dans la limite lorsque   . Nous allons suivre la
strate´gie de´veloppe´e dans les articles [3] et [4]. Plus pre´cise´ment nous commenc¸ons par une approximations
d’ordre zero ou` le filtre est conside´re´ comme une barrie`re imperme´able. Dans ce cas le syste`me (1)-(3) est
remplace´ par
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Le syste`me (4)-(6), et son analogue pour     , admettent une solution unique pour la vitesse
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sont des constantes arbitraires.
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Pour bien de´finir l’approximation de la pression dans les perforations, nous introduisons la vitesse de
Darcy correspondante :
Soit    la solution du proble`me suivant :
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Nous prolongeons cette solution sur    par syme´trie, i.e.

    

   

    

 
et      . Clairement,     




,      










satisfait





 








 







 

 




et  




 








 







 

 




dans 
 (10)

 





 


  dans 
 et    sur 
 (11)
Notons que

 
 
 





 





 
  


 




   








Soient

 




 pour          

  pour     
(12)

 




 pour          

 

 

pour     
(13)
et    
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 satisfait l’e´quation variationnelle

	

 


    
	

 
 






 

 




 












  







   








 




 

	


 

l’analogue

        (14)
avec
      
 
 




 div    dans  

   est pe´riodique en      sur 

et 

  sur   
Maintenant, il est claire que il faut choisir






  


 
 

et

 




  
 
 
pour avoir une estimation optimale et l’approximation de la pression a` moyenne ze´ro.
2EME ETAPE
Nous utilisons la fonction  comme la fonction test dans l’e´quation (14) et nous avons
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En conse´quence, nous arrivons au re´sultat suivant
THEOREM 0.1. – Soit      donne´ par (12)-(13). Alors les solutions du probl e`me (1)-(3), satisfe-
ront les estimations suivantes :
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Proof . – Les ine´galite´s (17) et (18) sont une conse´quence de l’ine´galite´ de Poincare´ dans 
 .
Pour obtenir les estimations (19)-(20) nous utilisons le fait que     est une solution pour le proble`me
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La the´orie des solutions tre`s faibles pour le syste`me de Stokes a e´te´ de´veloppe´e dans [1] et elle implique
(19).
L’estimation (20) est de´duite a` partir de la premie`re e´quation dans (21) et de l’ine´galite´ de Necˇas dans
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3IEME ETAPE
La contribution dominante dans l’e´quation variationnelle (14) e´tait le terme inte´grale surfacique
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En suivant l’approche de [3] et [4] , nous l’e´liminons eliminate en utilisant les couches limites
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En utilisant le the´oreˆme de De Rham, nous obtenons une fonction # 
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COROLLAIRE 0.3. – Le syste`me (23)-(26) de´finie une couche limite.
Nous faisons le prolongement pair, pour   , pour " 
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i.e. notre couche limite correspond a` la cre´ation de petits tourbillons par des rugosite´s.
4IEME ETAPE
On veut montrer maintenant que les quantite´s suivantes sont en , pour la vitesse et en - pour la
pression :
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On a le re´sultat suivant
THEOREM 0.2. – Soit      donne´ par (12)-(13) et   par (35)-(36) . Alors on a les esti-
mations suivantes :
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et les estimations sont obtenus en meˆme fac¸on que dans la demonstration du The´ore`me 1. 
5IEME ETAPE
Soit 	

     . Maintenant nous introduisons l’e´coulement de Nicoud efficace par
Trouver la vitesse  et la pression  telles que
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Le proble`me (44)-(48) admet une solution unique
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Nous estimons l’erreur faite en remplac¸ant     . par      ., ou` le de´bit est donne´ par
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THE´ORE`ME 0.4. – Sous les hypothe`ses du pre´cedantes nous avons
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on a une expression analogue. Les estimations sont maintenant imme´diates. 
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